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Производство электрической энергии в РФ осуществляется 
преимущественно на тепловых станциях, основное топливо кото-
рых — горючие ископаемые. Энергоустановками тепловых стан-
ций являются энергетические пылеугольные котельные агрегаты, 
где пылеугольная смесь сгорая отдает тепло экранным поверхно-
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стям котельного агрегата. Постоянно растущая потребность в элек-
трической энергии в промышленности и бытовой сфере подталки-
вает производителей к поиску решений, направленных на повы-
шение эффективности технологических процессов. Помимо этого, 
существующие тепловые станции часто не могут осуществлять 
замену устаревшего энергооборудования. Поэтому математиче-
ское моделирование горения в топочной камере энергетического 
пылеугольного котельного агрегата приобретает все большую ак-
туальность. Изучение процесса горения пылеугольного топлива, 
аэродинамики горения, построение и использование адекватных 
математических моделей является одной из основных задач опти-
мизации работы тепловых электрических станций.

Статья посвящена описанию существующих математических 
моделей турбулентного движения газа и жидкости с целью поиска 
наиболее подходящей для моделирования горения пылеугольного 
топлива и его аэродинамики в энергетических пылеугольных ко-
тельных агрегатах.

Горение угольной пыли в топочной камере
Горение частицы топлива в топочной камере является слож-

ным физико-химическим процессом и представляет собой преоб-
разование внутренней энергии частицы угольного топлива в тепло. 
Важным элементом реакции горения является кислород, который 
оказывает ключевое влияние на параметры горения топлива [1].

Топочная камера пылеугольного котла (рис. 1) оборудована 
вихревыми пылеугольными горелками, расположенными на фрон-
товых стенках топочной камеры в 1 или 2 яруса. В зависимости 
от производительности котла их количество различается. Именно 
в них начинается турбулизация потока воздуха. Основной факел 
пламени образуется в топке пылеугольного котла. 

Технологическая схема сжигания пылеугольного топлива 
включает несколько этапов [2]:

– подготовка (очистка от мусора и инородных включений, 
сушка для повышения контакта взаимодействия частиц угольной 
пыли и окислителя, измельчение в мельницах до мелкодисперс-
ной пыли);

– подача (угольную пыль подают с горячим воздухом вихре-
выми горелками в топочную камеру котельного агрегата);

– горение частиц угольной пыли в турбулентном потоке воз-
духа — факеле.

Процесс горения частиц топлива в топочной камере разделя-
ют на следующие стадии: 

– нагрев частицы до момента выхода и воспламенения летучих;
– горение летучих веществ около частицы;
– горение коксового остатка: углерода и золы. 
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Стадия горения коксового остатка занимает 90  % от вре-
мени горения частицы. Различный химический состав угольного 
топлива и связанные с этим различия горения не позволяют со-
здать универсальную математическую модель. Именно по причи-
не различия химического состава котельное оборудование проек-
тируется индивидуально под преимущественно сжигаемый вид 
топлива. Аэродинамика является одним из факторов, определяю-
щих эффективность тепломассобмена в топочной камере, поэтому 
конструкция пылеугольного котельного агрегата проектируется 
с учетом внутренней аэродинамики котла. Последнее определяет 
актуальность решения задачи поиска или создания специализиро-
ванных математических моделей горения пылеугольного топлива, 
его аэродинамического поведения в топке котла на основе суще-
ствующих экспериментальных данных.

Практически все технические приложения сталкиваются с 
вопросами турбулентности и требуют построения математической 
модели1. 

Математические модели турбулентных потоков газа  
и жидкости

П. Брэдшоу [3] описывает турбулентность, как трехмерное не-
стационарное движение, в котором вследствие растяжения вихрей 

1  Turbulence modeling. URL: https://www.cfd-online.com/Wiki/Turbulence_
modeling.
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Рис. 1. Упрощенная схема топочной камеры 
(1 — огненный факел котла; 2 — стенки топочной камеры;  

3 — экранные поверхности; 4 – горелки)
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создается непрерывное распределение пульсаций скорости в интер-
вале длин волн от минимальных, определяемых вязкими силами, 
до максимальных, определяемых граничными условиями течения.

Основным уравнением для движения жидкости (модели дви-
жения жидкости хорошо применимы для газа) является уравнение 
Навье-Стокса в сочетании с уравнением неразрывности, учитыва-
ющим изменение скорости жидкости и газа по времени. Жидкость 
и газ представляют собой сплошную текучую изотропную нью-
тоновскую среду с непрерывным распределением массы и других 
физических величин [4]. Уравнения применимы как для идеаль-
ной, так и для реальной жидкости.

Численное решение уравнений Навье — Стокса представ-
ляет большие трудности, что обусловлено нелинейностью исход-
ных уравнений, наличием областей больших градиентов и други-
ми особенностями, возникающими при определенных параметрах 
и режимах газодинамических течений. Создание специальных 
численных методов решения данных уравнений при решении 
«глубинных» инженерных задач, без существенного изменения 
рассматриваемой техники, как никогда актуальна. Несмотря на 
то, что к настоящему времени разработано много численных ал-
горитмов и специальных комплексов программ, проблема созда-
ния и применения эффективных численных методов и алгоритмов 
остается актуальной [5].

На сегодняшний день в вычислительной газогидродинамике 
выделяют 5 основных видов моделей (рис. 2)2:

2  Turbulence modeling. URL: https://www.cfd-online.com/Wiki/Turbulence_
modeling.

Основные методы расчета

Уравнения

Модель турбулентности

Прямое численное  
моделирование (DNS)

Метод моделирования 
крупных вихрей (LES)

Решение уравнений 
Рейндольса (RANS)

Уравнения  
Навье-Стокса

Отсутствует Подсеточная модель Полуэмпирическая  
модель турбулентности

Отфильтрованные 
уравнения 

Навье-Стокса

Осредненные по 
Рейнольдсу уравнения 

Навье-Стокса

Рис. 2. Общая схема расчета моделей турбулентности
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– модели турбулентности (RANS — Reynolds-Averaged 
Navier-Stokes), предназначенные для вычисления напряжений 
Рейнольдса; 

– модели больших вихрей (LES — Large Eddy Simulation);
– модели отдельных вихрей (DES — Detached Eddy Simulation);
– численные модели (DNS — Direct Numerical Simulation);
– модели турбулентности у стенки.

RANS модели турбулентности
Одной из самых распространенных и сложных моделей тур-

булентности являются RANS модели турбулентности, исполь-
зование которых позволяет достичь устойчивых итерационных 
процессов для многих течений потока. Данные модели позволяют 
вычислять напряжения Рейнольдса, что может быть выполнено с 
помощью трех основных видов моделей: модели линейной вихре-
вой вязкости (LEVN) [6], нелинейные модели вихревой вязкости 
(NLEVM) и модели напряжений Рейнольдса (RSM).

Модели линейной вихревой вязкости
Особенность моделей основана на понятии скалярной турбу-

лентной вязкости и гипотезы Буссинеска о линейной связи тензо-
ра рейнольдсовых напряжений и тензора скоростей деформаций 
осредненного движения. В качестве универсального подхода для 
замыкания модели турбулентности используют уравнение переноса 
для скорости диссипации кинетической энергии турбулентности ε3. 

Наиболее распространенной моделью является (k – ε), кото-
рая формулируется на основе предположения Буссинеска, где тен-
зор рейнольдсовых напряжений выглядит как: 

–ui
`uj 

`�����= vt �
∂Ui

∂xi
 + 

∂Uj

∂xi
� – 

2
3

δijk. 	 (1)

Для связи кинематического коэффициента турбулентной 
вязкости с осредненными параметрами модели используют соот-
ношение, выражающее гипотезу Колмогорова-Прандтля: 

vt = Сμ
k2

ε
 , 

где k — кинетическая энергия турбулентности, ε — скорость дис-
сипации, Cμ — безразмерная эмпирическая константа [7].

Включение 2
3

δijk   (где δij — символ Кронекера) в линейном 
определяющем соотношении требуется для целей тензорной алге-
бры при решении моделей турбулентности с двумя уравнениями 

3  Turbulence modeling. URL: https://www.cfd-online.com/Wiki/Turbulence_
modeling.
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(или любой другой модели турбулентности, которая решает уравне-
ние переноса для k). Чтобы замкнуть турбулентность, необходимо 
выявить связь между напряжениями по Рейнольдсу и параметра-
ми осредненного течения. (k – ε)‑модель (как и другие высокорей-
нольдсовые модели) дает хорошие результаты для струйных и дру-
гих свободных течений, однако плохо работает вблизи стенок, по-
скольку здесь локальное турбулентное число Рейнольдса Ret мало.

Нелинейные модели вихревой вязкости
Нелинейные модели используют явные алгебраические свя-

зи между тензором рейнольдсовых напряжений, тензором скоро-
стей деформаций и составляющими осредненных тензоров враще-
ния. Нелинейные (k – ε)‑модели имеют обобщенную напряженно‑
деформированную формулу [8]: 

–с〈uiuj〉 = 2мtFni(Sni, Ωni, …), 	 (2)

где Fni  — нелинейная функция, вероятно зависящая от полей 
средней деформации и завихренности или даже от другой пе-
ременной турбулентности; мt — коэффициент вихревой (турбу-

лентной) вязкости; 

 

Sni=
1
2 �

∂Ui

∂xi
 + 

∂Uj

∂xi
� – 

1
3

∂Uk

∂xk
д

ij
 

 

 — средняя ско-

рость деформации; 

 

Ωni=
1
2 �

∂Ui

∂xi
 + 

∂Uj

∂xi
�  — средняя завихренность.

Определение коэффициентов перед соответствующими тен-
зорными группами в данной модели определяются эмпирически [9].

Модели напряжений Рейнольдса
Турбулентности класса RSM (Reynolds Stress Modeling) опи-

сывают сложные течения потока, где влияние на сам поток оказы-
вают все компоненты тензора напряжений Рейнольдса4 [10; 11].

Модель напряжений Рейнольдса включает расчет индивиду-
альных напряжений Рейнольдса сui

`uj
`   с использованием дифферен-

циальных уравнений переноса. В последствии отдельные напряже-
ния Рейнольдса используются для замыкания уравнений импульса, 
усредненного по Рейнольдсу. Точные уравнения переноса напря-
жений Рейнольдса 𝑢𝑢𝑖𝑖

`𝑢𝑢𝑗𝑗
`    можно записать следующим образом:

∂
∂t �сui

`uj
`� +

∂
∂t �сukui

`uj
`� = – 

∂
∂xk

�сui
`uj

`uk
`  + с`�дkjui

` + дikuj
`�� + 

4  Turbulence modeling. URL: https://www.cfd-online.com/Wiki/Turbulence_
modeling.
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где с �uj
`uk

` ∂uj

∂xk
 + uj

`uk
` ∂ui

∂xk
�    — генерация напряжений Рейнольдса (ха-

рактеризует перенос энергии от осредненного течения к пульсацион-

ному); p` �∂ui
`

∂xj
+

∂uj
`

∂xi
�    — корреляция пульсаций давления со скоростя-

ми деформаций; сui
`uj

`uk
`  + с`�дkjui

` + дikuj
`�  и ∂

∂xk
�м ∂

∂xk
�ui

`uj
`��    — тур-

булентная и молекулярная диффузия перемешивания посредством 
взаимодействия пульсаций скорости и турбулентной диффузией дав-

ления посредством корреляций давления и скорости; 2м
∂ui

`∂uj
`

∂xk∂xk
   — дис-

сипация;  2сΩk �uj
`um

` ϵikm + ui
`um

` ϵjkm�  — результат вращения системы.
Точность модели напряжений Рейнольдса зависит от точности 

моделей турбулентного переноса, корреляции давления и деформа-
ции диссипативных членов. Уравнение (3) является не замкнутым, 

так как известны не все величины: p` �
∂ui

`

∂xj
+

∂uj
`

∂xi
� , , 2м

∂ui
`∂uj

`

∂xk∂xk
 , ui

`uj
`uk

`������� . 

Для замыкания (3) необходимо вышеуказанные члены соответству-
ющим образом моделировать, используя эмпирические данные или 
иные соображения, иногда эвристического характера.

Модели больших вихрей
Предположение о независимости статистических параме-

тров крупномасштабных турбулентных движений от молекуляр-
ной массы является подтверждением основы вихреразрешающего 
моделирования при больших числах Рейнольдса. На основании 
этой гипотезы возможно построение численной модели, которая 
описывала бы нестационарную динамику только относительно 
крупных вихрей, без учета маленьких вихрей, влияние которых на 
общую турбулизацию потока практически равно 05.

5  Вихреразрешающее моделирование // МГУ имени  М.В.  Ломоносова. 
НИВЦ. URL: http://geophys.srcc.msu.ru/ direct2.htm.

+
∂
∂t �сui
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∂
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`  + с`�дkjui

` + дikuj
`�� + 

+
∂

∂xk
�м

∂
∂xk

�ui
`uj

`�� – с �uj
`uk

` ∂uj

∂xk
 + uj

`uk
` ∂ui

∂xk
� + 

+ p` �
∂ui

`

∂xj
 + 

∂uj
`

∂xi
�  – 2м

∂ui
`∂uj

`

∂xk∂xk
– 2сΩk �uj

`um
` ϵikm + ui

`um
` ϵjkm� , 

(3)
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Для того, чтобы исключить мелкомасштабные пульсации, на 
этапе постановки задачи вводится оператор фильтрации по про-
странству, подавляющий преимущественно высокочастотную со-
ставляющую турбулентного потока. Необходимо учитывать тот 
факт, что система уравнений незамкнута, так как она имеет члены, 
описывающие нелинейные взаимодействия больших вихрей с вы-
сокочастотной турбулентностью.

Параметризация таких взаимодействий, то есть их вычисле-
ние на основе известной информации о сглаженных флуктуациях 
скорости (температуры, влажности и т.д.) является центральной 
проблемой вихреразрешающего моделирования. Такие параме-
тризации принято называть «подсеточными» моделями или «под-
сеточными» турбулентными замыканиями. Универсальный под-
ход к построению замыканий для вихреразрешающих моделей 
пока не найден6.

Модели отдельных вихрей
Моделирования отдельных вихрей DES (Detached Eddy 

Simulation) [6] — это новый подход к моделированию отрывных 
течений. Данный метод принято считать гибридным в силу того, 
что он объединяет сильные стороны RANS и LES моделей воеди-
но. Основная суть метода заключается в том, что пристеночные 
области обрабатываются способом подобным RANS, а остальные 
части потока способом подобным LES. Модель изначально сфор-
мулирована путем замены функции расстояния d в модели Спа-
ларта-Аллмараса (S-A) модифицированной функцией расстояния7:

d� = min[d, CDES∆]  ,	 (3)

где CDES — константа модели DES и ∆ — наибольший размер рас-
сматриваемой ячейки сетки, который определяется как максималь-
ный из трех ее шагов: ∆x, ∆y, ∆z в рассматриваемой точке потока.

С помощью данного метода можно с высокой степенью точ-
ности рассчитать сложные отрывные течения там, где численное 
моделирование в рамках LES невозможно из-за ограниченных воз-
можностей ЭВМ.

Численные модели
Главное преимущество численного моделирования (DNS) в 

сравнении, с осредненными по Рейнольдсу моделями RANS со-
стоит в том, что интегрируются непосредственно уравнения На-
вье-Стокса без привлечения каких-либо полуэмпирических моде-

6  Вихреразрешающее моделирование // МГУ им.  М.В.  Ломоносова. 
НИВЦ. URL: http://geophys.srcc.msu.ru/ direct2.htm.

7  Detached eddy simulation (DES). URL: https://www.cfd-online.com/Wiki/
Detached_eddy_ simulation_(DES).
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лей турбулентности с обязательным набором параметров, обычно 
требующих адаптации. Единственным «параметром» численной 
схемы DNS, определяющим точность моделирования, является 
расчетная сетка. В DNS все вихри, характеризуемые спектром вол-
новых чисел (от вихрей размером порядка h из энергетического 
интервала до диссипативных вихрей Колмогоровского масштаба 
λ ∼ hRe−3/4), должны быть вычислены (разрешены) на использу-
емой сетке. Элементарная оценка количества ячеек такой сетки 
N > (h/λ)3 ∼ Re9/4 показывает, что на современном уровне развития 
вычислительной техники многовариантные расчеты турбулент-
ных течений практически невозможны уже при Re > 104 [12].

Однако применение DNS к расчету реальных течений требу-
ет огромных вычислительных ресурсов, что объясняется исклю-
чительно широким спектром пространственно-временных мас-
штабов турбулентности, требующих точного разрешения в рамках 
данного подхода при высоких числах Рейнольдса, характерных 
для большинства таких течений. [13].

Модели турбулентности у стенки
Моделирование турбулентности у стенки (Turbulence near-

wall modeling, Моделирование пограничных слоев — ТПС) осно-
вывается на экспериментальных данных [14; 15]. Рассматривая 
ТПС выделяют 5 подобластей: 1) вязкий подслой, 2) переходная 
зона, 3) область закона следа, 4) область перемежаемости, 5) об-
ласть логарифмического профиля скорости. 

Области 1, 2 и 5 объединяют в одну внутреннюю область по-
граничного слоя, называемую «область закона стенки», занимаю-
щую примерно 15–20  % от общей толщины пограничного слоя. 
Опытные данные показывают, что в данной области формируется 
до 80 % энергии турбулентности, при этом около 5 % толщины 
пограничного слоя дают более 50 % энергии, которая формирует 
турбулентность.

Логарифмический участок профиля скорости:

u+ = 1
k

ln(y+) + B  	 (4)

и ближе к стенке в вязком подслое:

u+ = y+,	 (5)

где u+ — безразмерная скорость, y+ — безразмерное расстояние от 
стенки, k — отношение среднего квадратичного пульсационных 
составляющих компонент скорости потока жидкости к скорости 
течения (постоянная фон Кармана ~ 0,41).

Области 3 и 4 объединяют во внешнюю область ТПС, зани-
мающую 80–85 % от общей толщины пограничного слоя. Внеш-
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няя область  — это область крупномасштабной турбулентности, 
обладающей «долгой памятью» по Клаузеру, который в 1956 г.за-
вершил и сформировал представление о структуре пограничного 
слоя, как о пятислойном образовании. Эффект «долгой памяти» 
обусловлен затуханием крупномасштабных вихрей во внешнем 
слое на расстоянии, которое превышает в несколько раз масштаб 
самой турбулентности, тем самым предположил, что некоторые 
свойства течения потока внешней области могут зависеть от «пре-
дыстории» потока внутренней области [16].

Заключение
Переход на использование новых видов топлива в энергети-

ческом секторе России на данный момент невозможен по ряду при-
чин, связанных как с экономикой страны, так и с неготовностью 
большинства энергетических предприятий отказываться от деше-
вого угольного топлива, а также существующего оборудования и 
технологических процессов, в угоду повышения экологичности и 
производительности. В связи с этим, задача поиска универсальной 
математической модели процесса горения пылеугольного топли-
ва в топочных камерах котельных агрегатов актуальна на данный 
момент и будет актуальна в ближайшем будущем. Развитие су-
ществующих технологических процессов на основе результатов 
полученных математических моделей и создания более сложных, 
комплексных моделей расчета, станет локальным максимумом на 
данном этапе развития технологического процесса сжигания пы-
леугольного топлива.

Рассмотренные в данной статье методы моделирования турбу-
лентности имеют свои плюсы и минусы: преимущество LES перед 
RANS заключается в относительной однородности и изотропности 
мелкомасштабной турбулентности, т.к. построение подсеточных 
моделей проще, чем создание моделей турбулентности RANS. По-
этому в случае конструирования всего диапазона турбулентности 
задача построения универсальной модели LES является предпочти-
тельней и более обоснованной, чем для аналогичной модели RANS.

Гибридный характер DES обусловлен его функционирова-
нием в области присоединенного пограничного слоя в режиме 
уравнений Рейнольдса, в то время как в области отрыва «области 
отсоединенных вихрей» переходом в LES. Данный метод аккуму-
лировал лучшие качества обоих подходов: высокую точности и 
экономичность уравнений Рейнольдса в области присоединенного 
пограничного слоя и универсальность LES в зоне отрыва потока.

Отличие DES и LES от уравнений Рейнольдса состоит в прин-
ципиальном трехмерном нестационарном подходе, который необ-
ходим для реализации сетки в пристенной области, совпадающей 
с сетками, необходимыми для решений уравнений Рейнольдса, т.е. 
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плотность сеток выше, чем соответствующие сетки, необходимые 
для разрешения мелких вихрей LES.

Кроме этого, возникают проблемы с выбором расчетной схемы 
при использование гибридных методов. Традиционные для RANS 
противопоточные схемы оказываются слишком диссипативными 
для LES областей, в то время как в RANS центрально-разностные 
схемы, применяемые в LES, оказываются малоустойчивыми. Поэ-
тому объективно применять гибридные схемы, остающихся проти-
вопоточными в RANS областях и центрально-разностными в LES.

В отличии от RANS моделей турбулентности, в построении 
которых используются применение достаточно произвольных до-
пущений и большой объем эмпирической информации, то в случае 
DNS единственным допущением является способность уравнения 
Навье-Стокса адекватно описать как ламинарные, так и турбулент-
ные течения. Модели DNS подразумевают необходимость довольно 
точного решения всех пространственно-временных масштабов тур-
булентности. Основным минусом данного метода является его ре-
сурсоемкость. Производительность современных ЭВМ пока не по-
зволяет построить даже небольшие DNS-модели в реальные сроки.

Поиск наиболее подходящей модели турбулентности в допол-
нении с экспериментальными данными позволит получить более 
детальный анализ аэродинамики процессов горения, а также боль-
шой объем информации о локальном и суммарном тепломассобме-
не, посмотреть иначе на топочные процессы и разработать способы 
оптимизации существующих технологических процессов. Вихре-
вой перенос является аэродинамической основой всего процесса 
сжигания. Турбулентное движение несущей газовой фазы описы-
вается осредненными по Фавру определяющими уравнениями, для 
замыкания которых привлекается (k – ε)‑модель турбулентности.

Разработка нового метода моделирования аэродинамических 
процессов горения измельченного угольного топлива с последующим 
тестированием и адаптацией математической модели на задачах рас-
чета горения пылеугольного топлива в турбулентном потоке позволит 
повысить эффективность работы тепловых электростанций за счет 
оптимизации конструкции, количества и расположения вихревых го-
релок, которые выступают турбулизаторами факела топки котла.
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